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AVVISO IMPORTANTE
• Venerd`ı 24 ottobre esercitazione supplementare aula Ran-
zani D 11-13
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Teorema
Il criterio del rapporto per le successioni Sia (an) una suc-
cessione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` < 1. (1)
Allora la successione (an) e` infinitesima.
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Teorema
Il criterio del rapporto per le successioni Sia (an) una suc-
cessione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` < 1. (1)
Allora la successione (an) e` infinitesima.
Dimostrazione. Applicando il teorema della permanenza del
segno alla successione
bn = 1−
an+1
an
vediamo che esiste un indicem per cui bn > 0 per ogni n > m
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
Dunque la successione (an) e` definitivamente monotona de-
crescente, e allora esiste il limite della successione (an) che e`
un numero reale non negativo, che indichiamo con a
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
Dunque la successione (an) e` definitivamente monotona de-
crescente, e allora esiste il limite della successione (an) che e`
un numero reale non negativo, che indichiamo con a
allora segue che:
lim
n→+∞
an+1
an
=
a
a
= `
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
Dunque la successione (an) e` definitivamente monotona de-
crescente, e allora esiste il limite della successione (an) che e`
un numero reale non negativo, che indichiamo con a
allora segue che:
lim
n→+∞
an+1
an
=
a
a
= `
se fosse a 6= 0 semplificando si otterrebbe ` = 1 contro l’ipotesi
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In diretta conseguenza del teorema ora provato abbiamo:
Teorema
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il
limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` > 1. (2)
Allora la successione (an) e` positivamente divergente.
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In diretta conseguenza del teorema ora provato abbiamo:
Teorema
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il
limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` > 1. (2)
Allora la successione (an) e` positivamente divergente.
Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente alla
successione di termine generale αn =
1
an
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Teorema Le seguenti successioni sono infinitesime:
(i)
(
1
nα
)
con α > 0
(ii) (rn) con |r| < 1
(iii) (nαrn) con α > 0 e
|r| < 1
(iv)
(
cn
n!
)
con c ∈ R
(v)
(
nα
n!
)
con α > 0
7/16 Pi?
22333ML232
Esercizio
lim
n→+∞
n!
nn
= lim
n→+∞
nn
(2n)!
= 0 (3)
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Esercizio
lim
n→+∞
n!
nn
= lim
n→+∞
nn
(2n)!
= 0 (3)
Esercizio Studiare al variare di α > 0, α 6= e il limite
lim
n→+∞
nn
αnn!
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Forme indeterminate Puo` capitare che non sia possibile prevedere
a priori il comportamento di una successione se questa si pre-
senta in una delle cosiddette forme indeterminate. Esse sono:
+∞−∞, 0
0
,
∞
∞, 0
∞, 00, 1∞.
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Forme indeterminate Puo` capitare che non sia possibile prevedere
a priori il comportamento di una successione se questa si pre-
senta in una delle cosiddette forme indeterminate. Esse sono:
+∞−∞, 0
0
,
∞
∞, 0
∞, 00, 1∞.
La successione an = n
2 − n si presenta nella forma indeter-
minata +∞−∞
an = n
2
(
1− 1
n
)
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Forme indeterminate Puo` capitare che non sia possibile prevedere
a priori il comportamento di una successione se questa si pre-
senta in una delle cosiddette forme indeterminate. Esse sono:
+∞−∞, 0
0
,
∞
∞, 0
∞, 00, 1∞.
La successione an = n
2 − n si presenta nella forma indeter-
minata +∞−∞
an = n
2
(
1− 1
n
)
Allora possiamo concludere che:
lim
n→+∞
(
n2 − n) = +∞.
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D’altra parte anche la successione di termine generale:
an = n
2 − n3,
presenta l’indeterminazione +∞−∞, stavolta, pero`, con ra-
gionamenti del tutto simili ai precedenti si vede che
lim
n→+∞
(
n2 − n3) = −∞.
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D’altra parte anche la successione di termine generale:
an = n
2 − n3,
presenta l’indeterminazione +∞−∞, stavolta, pero`, con ra-
gionamenti del tutto simili ai precedenti si vede che
lim
n→+∞
(
n2 − n3) = −∞.
Non solo, puo` anche accadere di trovare un limite finito,
come ad esempio:
lim
n→+∞
(√
n2 + n+ 1− n
)
=
1
2
.
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Teorema di Cesa`ro – Stolz
Date due successioni an e bn entrambe tendenti a zero per n→∞, se
si suppone inoltre che bn sia crescente oppure decrescente e che esista,
finito o infinito:
` = lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
si ha allora che esiste anche il limite del quoziente
an
bn
e vale:
lim
n→∞
an
bn
= `.
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Teorema di Cesa`ro – Stolz
Date due successioni an e bn se la seconda e` divergente, positivamente
o negativamente, per n→∞, se si suppone inoltre che bn sia crescente
oppure decrescente e che esista, finito o infinito:
` = lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
si ha allora che esiste anche il limite del quoziente anbn e vale:
lim
n→∞
an
bn
= `.
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
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1
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
secondo teorema di Cesa`ro:
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
secondo teorema di Cesa`ro:
an − an−1 =
(
1 + · · ·+ 1
n
)
−
(
1 + · · ·+ 1
n− 1
)
=
1
n
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
secondo teorema di Cesa`ro:
an − an−1 =
(
1 + · · ·+ 1
n
)
−
(
1 + · · ·+ 1
n− 1
)
=
1
n
bn − bn−1 = ln (1 + n)− lnn = ln
1 + n
n
= ln
(
1 +
1
n
)
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an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
n
)n
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an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
n
)n
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
= lim
n→∞
1
ln
(
1 +
1
n
)n = 1
ln e
= 1
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an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
n
)n
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
= lim
n→∞
1
ln
(
1 +
1
n
)n = 1
ln e
= 1
constatato che la funzione logaritmo naturale e` crescente, per il sec-
ondo teorema di Stolz Cesa`ro:
lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
= 1
14/16 Pi?
22333ML232
Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
E` una forma indeterminata ∞/∞ con an = loga n, bn = n.
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
E` una forma indeterminata ∞/∞ con an = loga n, bn = n.
an − an−1 = loga n− loga(n− 1) = loga
n
n− 1
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
E` una forma indeterminata ∞/∞ con an = loga n, bn = n.
an − an−1 = loga n− loga(n− 1) = loga
n
n− 1
quindi an− an−1 → 0 per n→ +∞ poi, evidentemente, bn− bn−1 = 1
pertanto:
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
E` una forma indeterminata ∞/∞ con an = loga n, bn = n.
an − an−1 = loga n− loga(n− 1) = loga
n
n− 1
quindi an− an−1 → 0 per n→ +∞ poi, evidentemente, bn− bn−1 = 1
pertanto:
lim
n→+∞
loga n
n
= 0
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Teorema Se (an) e` una successione di numeri reali strettamente
positivi e tali che
lim
n→∞
an
an−1
= ` > 0,
allora
lim
n→∞
an
an−1
= lim
n→∞
n
√
an
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Teorema Se (an) e` una successione di numeri reali strettamente
positivi e tali che
lim
n→∞
an
an−1
= ` > 0,
allora
lim
n→∞
an
an−1
= lim
n→∞
n
√
an
Applicazione
lim
n→∞
n
√(
2n
n
)
= 4
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Teorema Se (an) e` una successione di numeri reali strettamente
positivi e tali che
lim
n→∞
an
an−1
= ` > 0,
allora
lim
n→∞
an
an−1
= lim
n→∞
n
√
an
Applicazione
lim
n→∞
n
√(
2n
n
)
= 4
an =
(
2n
n
)
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Teorema Se (an) e` una successione di numeri reali strettamente
positivi e tali che
lim
n→∞
an
an−1
= ` > 0,
allora
lim
n→∞
an
an−1
= lim
n→∞
n
√
an
Applicazione
lim
n→∞
n
√(
2n
n
)
= 4
an =
(
2n
n
)
=⇒ an
an−1
=
4n− 2
n
· · ·
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Esercizio
lim
n→∞
n
√(
3n
n
)
=
27
4
